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Rozdziat 1

Wstep

Ze zjawiskami magnetycznymi mamy do czynienia zaréwno w $wiecie na-
uki jak i w zyciu codziennym. Spotykamy sie z nimi na co dzien uzywa-
jac wszelkiego rodzaju urzadzeni zawierajacych silniki elektryczne czy tez
stuchajac muzyki w odtwarzaczach muzycznych. W ferromagnetykach we-
drownych, takich jak zelazo czy nikiel, spiny elektronéw ustawiaja sie w
jednym kierunku tworzac stan o niezerowej magnetyzacji. Elektrony te nie
sa zlokalizowane, ich funkcje falowe przekrywaja sie tak jak funkcje falowe
elektronéw z pasma przewodnictwa. Zjawiska ferromagnetyzmu nie potra-
fiono wyjasni¢ w ramach fizyki klasycznej. Wyjasnienie w postaci opisu w
jezyku spinéw, oddzialywania wymiany i zakazu Pauliego bylo sukcesem
mechaniki kwantowej [4]. Jednakze nowo powstata teoria miata problem z
opisem rzeczywistych materiatéw. Po pierwsze uproszczone modele nie byly
w stanie opisa¢ skomplikowanych ukladéw, po drugie narzedzia teoretyczne
pozwalajace na obliczenia i analize silnie skorelowanych atoméw miaty do-
piero powstaé. Jednak te proste modele badane w poczatkach mechaniki
kwantowej okazaly sie doskonalymi narzedziami do opisu zachowania ul-
trazimnych fermionéw, ktére zaczeto badaé doswiadczalnie po 1995 roku,
kiedy to po raz pierwszy w historii otrzymano ultrazimne gazy kwantowe
- kondensat Bosego-FEinsteina [1], [8]. W 2001 roku Cornell, Ketterle i Wie-
man otrzymali nagrode Nobla za uzyskanie kondensatu Bosego-Einsteina
w rozrzedzonym gazie alkalicznych atoméw. Uzyskanie ultrazimnego gazu
atomow fermionowych wymagato uzycia specjalnej techniki chtodzenia tz.
,chtodzenia sympatycznego”. Technika ta stuzy do chtodzenia jonéw i ato-
mow, ktérych nie mozna schlodzi¢ bezposrednio przez chtodzenie laserowe.
Jony atomowe, ktére moga by¢ bezposrednio chfodzone laserem, sa uzywane
do chlodzenia sasiednich jonéw lub atoméw, poprzez ich wzajemne zderze-
nia [23]. Ultrazimny gaz atoméw fermionowych uzyskano w 1999 roku [9].
W doswiadczeniach uzywa sie rozrzedzonych, swobodnych atoméw fermio-
nowych, ktére oddziatuja jedynie poprzez proste zderzenia. Gdy odpychanie
staje sie wystarczajaco silne, atomy o przeciwnych spinach zaczynaja sie se-
parowac¢, tworzac domeny magnetyczne. To zjawisko, zwane niestabilnos$cia
Stonera przewidziane teoretycznie w latach 30 XX wieku [34] zostato zreali-
zowane doswiadczalnie w 2016 roku [37].

Celem rozprawy doktorskiej byto znalezienie modelu teoretycznego opi-
sujacego dynamike ultrazimnych atomoéw, ktéry to model pokazywalby ist-
nienie niestabilno$ci Stonera i dawalby wyniki zgodne z do$wiadczeniem
[37].



2 Rozdziat 1. Wstep

W kolejnym rozdziale przedstawiony zostat opis ferromagnetyzmu w
modelu pasmowym w kontekscie fizyki ciata statego oraz model wariacyjny
opisujacy niestabilno$¢ Stonera, czyli przejscie z fazy paramagnetycznej do
tazy ferromagnetycznej. W rozdziale 3 znajduje sie opis dos§wiadczenia [37],
w ktérym badano dynamike oraz stabilno$¢ dwéch chmur ultrazimnych ato-
méw °Li zamknietych w putapce harmonicznej. Wykazato ono istnienie przej-
Scia fazowego ze stanu paramagnetycznego do stanu ferromagnetycznego
wraz ze wzrostem sily oddzialywania pomiedzy atomami o przeciwnych
spinach. W rozdziale 4 przedstawiony zostal model orbitalowy [32], me-
tody obliczeniowe oraz poréwnanie otrzymanych wynikéw symulacji nu-
merycznej i danych doswiadczalnych [37]. W rozdziale 5 przedstawiony zo-
stal model hydrodynamiczny [31], metody obliczeniowe oraz poréwnanie
otrzymanych wynikéw symulacji numerycznej oscylacji spin-dipolowych i
danych doswiadczalnych [37], a takze wyniki symulacji numerycznej ma-
tych drgan. Rozdzial 6 zawiera podsumowanie wynikéw z rozdziatu 4 i 5,
ktore zostaly uzyskane w ramach projektu Dynamiczna niestabilno$é Sto-
nera 2018/29/B/ST2 /01308 sfinansowanego przez Narodowe Centrum Na-
uki.



Rozdzial 2

Ferromagnetyzm

W tym rozdziale przedstawiony zostanie pasmowy model ferromagnety-
zmu, ktéry powstal w kontekscie fizyki ciata statego. Opis bazuje na pod-
reczniku do fizyki ciata statego [15]. Przedstawiony zostanie réwniez model
wariacyjny opisujacy jednorodny odpychajacy sie gaz zimnych atoméw po-
kazujacy niestabilnos¢ Stonera.

2.1 Pasmowy model ferromagnetyzmu

Zrenormalizowane energie elektronéw o spinie 1 i | wynosza odpowiednio:

E\(k) = E(l) + =, 2.1)

gdzie E(k) to energie elektronéw w normalnej jednoelektronowej struktu-
rze pasmowej, 114 i 1 sa liczbami elektronéw o spinach 11 |, a N jest liczba
wszystkich atoméw. Parametr Stonera I to korelacyjna catka wymiany opi-
sujaca zmniejszenie energii zwiazane z korelacja elektronéw. Wprowadzamy
parametr R:
_m—n

R = N
ktory opisuje nadmiar elektronéw o konkretnym spinie i z dokltadnoscia do
czynnika up(N/V) (gdzie up to magneton Bohra) jest rowny namagneso-
waniu. W celu uproszczenia od energii w przyblizeniu jednoelektronowym
odejmiemy wielkos¢ I(ny +n)/2N. W ten sposéb otrzymujemy:

(2.2)

Er(k) = E(k) — %
E|(k) = E(k) + % (2.3)
gdzie:
E(k) = E(k) — mtm) 2.4)

2N
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Réwnania (2.3) opisuja niezalezne od k rozszczepienie pasm energetycznych
dla r6znych spinéw elektronéw. Oczywiscie niezaleznos¢ od k rozszczepie-
nia wymiennego jest tylko przyblizeniem. Wielkos$¢ rozszczepienia zalezy od
R, czyli od wzglednego obsadzenia podpasm. Obsadzenie podpasm przez
elektrony jest opisane statystyka Fermiego. Z warunku samouzgodnienia
otrzymujemy:
1 1
K N;exp[(ﬁ(k) —IR/2 — Ep)/kT] +1
1

~ exp[(E(k) +IR/2 —Ef)/kT] +1° @5)

Gdy R jest r6zne od 0 oznacza to istnienie momentu magnetycznego na-
wet bez zewnetrznego pola tzn. istnienie ferromagnetyzmu. Mozemy zna-
lez¢ warunki kiedy réwnanie (2.5) daje niezerowe rozwiazania na R. W tym
celu rozwijamy prawa strone réwnania (2.5) dla matych R. Wiedzac, ze:

P 5) (e B) = peom -2 () 1w o

otrzymujemy:

1 11« 3f(k)
R=-% ;mm ~oaN ; aE(k)3(1R)3’ 2.7)

W réwnaniu (2.7) pierwsza pochodna funkcji Fermiego jest ujemna, a trzecia
pochodna jest dodatnia. Warunkiem aby R > 0 czyli warunkiem istnienia
ferromagnetyzmu jest:

I « 9f(k)
_1_N;aﬁ(k) > 0. (2.8)

Najwigksza warto$¢ pochodna funkgcji Fermiego —df/dE ma dla T — 0. Wa-
runek (2.8) najtatwiej spetni¢ dla temperatury T = 0. Przeprowadzenie su-
mowania po wszystkich warto$ciach k jest w tym przypadku proste:

1 of(k) Vv of
_N¥aé(k) - (2n)3N/(_£) ak
1V

_ %% /5(12 — Ep)dk = ~+D(Ef).  (29)

2N

W obliczeniach zostal uwzgledniony fakt, ze w temperaturze T = 0 funkcja
Fermiego jest schodkiem. Pierwsza pochodna —df /9E jest funkcja 6 (E — EF).
Zgodnie z réwnaniami (2.5) i (2.7) suma po k oraz catka po elektronach jest
brana tylko dla jednego rzutu spinu, natomiast w definicji gestosci stanéw
bierze sie pod uwage liczbe elektronéw o spinach 1 i | w jednostce objetosci.
Suma jest wiec rowna potowie gestosci stanéw dla elektronéw na poziomie
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Fermiego, stad w réwnaniu (2.9) pojawia sie wspdlczynnik 1/2. Gestos¢ sta-
néw na atom i spin definiujemy jako:

D(Ef) = %D(Ep). (2.10)

Warunkiem istnienia ferromagnetyzmu jest wiec:
ID(Ef) > 1. (2.11)

Jest to warunek Stonera istnienia ferromagnetyzmu [15].

2.2 Niestabilnos$¢ Stonera

Rozwazamy jednorodny dwuskladnikowy gaz zimnych atoméw bedacych
fermionami, w ktérym oba rodzaje fermionéw wzajemnie sie odpychaja. W
teorii funkcjonatu gestosci funkcjonaly energii kinetycznej i energii oddzia-
lywania wynosza odpowiednio:

5
Epinlns] = C3/d3rn3i(r), (2.12)
gdzie:
5 4
63 T3 h?
c3 = 20m (2.13)
i
Epefnen] =g [ @y () (1), (2.14)
gdzie:
4rth®
g = - a. (2.15)

Poniewaz gaz jest jednorodny i w kazdym skladniku jest taka sama liczba
atoméw to mamy:

ny(r) =n_(r) = n(r) = const. (2.16)
Energie kinetyczna i oddzialywania wynosza odpowiednio:

Eginln] = c3n3V, (2.17)

Eint[n] = gn®V. (2.18)

Wiedzac, ze energia Fermiego wynosi:
2 2
_KkE  h

F=H =5 (671°n)3, (2.19)
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wyliczamy liczbe falowq Fermiego:
kp = (67%n)3. (2.20)

Poréwnujac energie kinetyczna i energie oddziatywania definiujemy a:

9
Exin [H] = Eint[n] = kra = %7'( = kray. (2.21)

Nastepnie zaktadamy, ze gestosci nie musza by¢ réwne:
p=ny+n_=xn+2—-x)n ; xel0,2]. (2.22)
Energia catkowita wynosi:
Ec = Egin[n+] + Egin[n-] + Eint[n4, n—]. (2.23)

Zapisujac energie calkowita w jednostkach energii kinetycznej otrzymujemy:

Fe _ g8 +(2—x)} +ax(2—x), (2.24)
Exin

gdzie « = a/ap. Szukamy minimum energii calkowitej ze wzgledu na x przy
réznych wartoéciach a. Kiedy wartos¢ a jest mniejsza niz krytyczna, mini-
mum energii wystepuje dla x = 1, czyli kiedy liczba atoméw w kazdym
sktadniku jest taka sama. Kiedy wartos¢ « jest wieksza niz krytyczna mini-
mum energii wystepuje dla x — 0 lub x — 2, a wiec wszystkie atomy sa
w jednym skfadniku czyli mamy domene. Znajdujemy krytyczna wartos¢
oddzialywania, przy ktdrej nastepuje przejscie z fazy paramagnetycznej do
fazy ferromagnetycznej:

10 1
Kpr = 5

= kray, = 57'(. (2.25)



Rozdzial 3

Doswiadczenie

Dos$wiadczenie [37] miato na celu udowodnienie istnienia przej$cia fazowego
ze stanu paramagnetycznego do stanu ferromagnetycznego ukladu ztozo-
nego z dwuskladnikowego gazu Fermiego. Potwierdzilo ono hipoteze we-
drujacego ferromagnetyzmu zaproponowana przez E. Stonera [34] w zim-
nych gazach atomowych.

3.1 Opis doswiadczenia

Na poczatku przygotowano dwie chmury ultrazimnych atoméw °Li w dwéch
najnizszych stanach Zeemana. Kazda chmura zawierata N = 5 x 10* atoméw.
Atomy zostaly uwiezione w pulapce w ksztalcie cygara, ktérego osiowa i ra-
dialne czestotliwo$ci wynosily odpowiednio v, = 2nr x 21Hziv, = 27 X
265 Hz. Poprzez dopasowanie procesu chtodzenia przez odparowanie moz-
liwe bylo dostrojenie temperatury od T/Tr < 0.1 do ~ 1, gdzie T jest tem-
peratura gazu, a Tr jest temperatura Fermiego gazu (jednego ze sktadnikéw)
ztozonego z N atoméw w putapce harmonicznej dana réwnaniem:

ksT = Er = h(6Nv12)1/3, (3.1)

gdzie h to stata Plancka, a kp to stala Boltzmanna. Po przylozeniu gradientu
pola magnetycznego skiadniki o przeciwnych spinach zostaja rozseparowane
przestrzennie wzdluz osi z. Kiedy przekrywanie sie chmur atoméw o prze-
ciwnych spinach jest praktycznie zerowe wprowadzana jest optyczna bariera
grubosci 2um o wysokoéci V, ~ 10Er w $rodek putapki harmonicznej w
taki sposob, ze dzieli te pulapke na dwa niezalezne rezerwuary tak jak na
rysunku 3.1. Nastepnie gradient pola magnetycznego zostaje adiabatycznie
wylaczony. Zostaja utworzone dwie makroskopowe statyczne domeny spi-
nowe oddalone od siebie na odleglos¢ kilka razy szersza niz $rednia odle-
glos¢ miedzy atomami gazu. Nastepnie usuwajac optyczna bariere pozwo-
lono chmurom atoméw o przeciwnych spinach oddzialywac ze soba. Przed
usunieciem bariery sila oddzialywania pomiedzy atomami o przeciwnych
spinach dostrajana byla za pomoca ustawienia pola magnetycznego blisko
$rodka szerokiego rezonansu Feshbacha T — | wynoszacego ok. 832 G.



8 Rozdziat 3. Doswiadczenie

— spin 1
0051 — spin 1t

-40 =30 =20 -10 o] 10 20 30 40

y4

RYSUNEK 3.1: Schematyczny obraz doswiadczenia.

3.2 Wyniki

W czasie dynamiki mierzona byla odleglto$¢ pomiedzy srodkami mas obu
chmur atoméw o przeciwnych spinach:

a() = Z,(t) ~ Z4(1), (32)

gdzie Z, sa Srodkami masy poszczegodlnych sktadnikéw. Nastepnie dofito-
wano funkgje:
f(t) = Acos(2mst)e /T, (3.3)

aby wyznaczy¢ czestotliwosci oscylagji spin-dipolowych czyli oscylacji od-
legtosci pomiedzy srodkami mas chmur atoméw o przeciwnych spinach. W
ten spos6b wyznaczono vsp dla dwéch temperatur T/Tr = 0121 T/Tp =
0.25. Wyniki przedstawia rysunek 3.2. Jak widzimy na wykresie kiedy uktad
jest w stanie paramagnetycznym wraz ze wzrostem sity oddziatywania (kpa)
czestotliwos¢ oscylacji ulega zmniejszeniu - tzw. “zmiekczenie modu ” . Dzieje
sie tak do momentu osiagniecia krytycznej wartosci kra. Po przekroczeniu
(kpa)g, kiedy uklad jest w stanie ferromagnetycznym czestotliwos¢ oscylacji
spin-dipolowych wzrasta do ok. 1.7v,. Oznacza to, ze obie chmury atoméw
przestaly sie przenika¢, a zaczely sie odbijac¢ od siebie tworzac dwie domeny.
Widzimy tez, ze wraz ze wzrostem temperatury moment przejscia ze stanu
paramagnetycznego do stanu ferromagnetycznego przesuwa sie w prawo
czyli (krpa)y, ro$nie wraz z temperatura.

W drugiej czesci eksperymentu, aby wyznaczy¢ krytyczne kra dla wyz-
szych temperatur mierzono wzgledna populacje i =1, skladnikéw w le-
wym i prawym rezerwuarze:

N;ir — Nir

M; = IR
" NjL+Nir

(3.4)
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RYSUNEK 3.2: Wykres czestotliwosci drgant spin-dipolowych

vsp znormalizowany do czestotliwosci osiowej putapki vz w

funkcji kra dla dwoéch temperatur T/Tr = 0.12 niebieskie
punkty i T/Tr = 0.25 czerwone punkty.

z ktérej obliczano magnetyzacje:

My — M,

AM =
M 2

(3.5)
Zachowanie d(t) odzwierciedla zachowanie AM.

Wyniki tych dwéch analiz zostaly zebrane na rysunku 3.3. Jest to wykres za-
leznosci wartosci krytycznej kra od temperatury. Linia ciagta to dofitowanie
potegowe do punktéw dla temperatury T/Tr < 0.3, a linia przerywana to
dofitowanie potegowe do wszystkich punktéw pomiarowych. Obszar pod
liniami (szare tlo) to obszar wystepowania metastabilnej fazy ferromagne-
tycznej. Magnetyzacja w tym obszarze utrzymuje sie przez pewien czas (od
kilku do kilkudziesieciu ms), a nastepnie zanika.
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T/Te

0.6} ]

0.0k . . . . . ]

RYSUNEK 3.3: Metastabilny obszar wystepowania fazy ferro-

magnetycznej (szary obszar). Czerwone krzyze na wykresie

przedstawiaja krytyczna wartos¢ kra w poszczeg6lnych tempe-

raturach T/ Tr. Linia ciagla to dofitowanie potegowe do punk-

tow T/Tr < 0.3, przerywana linia to rozszerzenie dofitowania
o wszystkie punkty.
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Rozdzial 4

Model orbitalowy

W tym rozdziale przedstawiony zostanie model orbitalowy, ktéry zostat uzyty
do opisu doswiadczenia [37] w pierwszej kolejnosci. Na poczatku przedsta-
wiony bedzie opis w zerowej temperaturze, a nastepnie zostanie przedsta-
wiony opis i wyniki numeryczne w skoficzonej temperaturze.

4.1 Teoria

4.1.1 Zerowa temperatura

Do modelowania doswiadczenia [37] zostalo uzyte przyblizenie Hartree-Fock’a,
ktére byto juz uzywane do analizowania ré6znych mieszanin zimnych ato-
moéw [17], [19], [16], [11], [32]. Kazdy fermion opisany jest jednoczastkowa
funkcja falowa:

¢i(1,1j,1)
o) = | P | 4.1)
¢i(s, 1, t)
Ta funkcja falowa zwana spin-orbitalem atomowym zalezy od potozenia i

spinu. Nastepnie wielociatowa funkcja falowa ukltadu N nierozréznialnych
fermionéw moze by¢ przyblizona poprzez wyznacznik Slatera:

g1(x1) - . . Pi(xn)
lI'r(Xl,...,XN) = % .
onx) - . onlx)
4.2)

Wspétrzedne x; (i = 1, ..., N) zawieraja przestrzenne i spinowe zmienne, a
¢i(x) (i =1, ..., N) to ortonormalne spin-orbitale.
Réwnania ruchu na spin-orbitale mozna wyprowadzi¢ uzywajac formalizmu
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Lagrange’a. Ponizsza gesto$¢ Lagrangianu prowadzi do wielocialowego réw-
nania Schrodingera:

_ih @Y ik (%7 N
L = 2‘P§——(at) — 5 Z{V‘I’V‘F
Z‘P Vort (1) ¥ — Y ¥ Vi (1; — 17) . (4.3)
i=1 i<j
Funkcja Lagrange’a wynosi:
L= / LdPr dry - dry. (4.4)
Dzialanie S jest zdefiniowane nastepujaco:
t
5= / Ldt. (4.5)
51

Aby wyprowadzi¢ réwnania ruchu korzystamy z zasady najmniejszego dzia-
fania:

0S S

a(,bi(S]', l‘j,t

Wariacje po ¢7 (sj, 1, t) i ¢;(sj, 1j, t) sa niezalezne. Wariujac po ¢; (s, 1j, t) otrzy-
mujemy réwnania Hartree-Focka:

2

ih%cpi(c, T, t) = [—Zh—mVZ + Vext(l') gbi(C, r, t) + (47)

+Z Z/d3’ 9i(c, 1, ) Vint (r = 1) (0, (' )~ (48)

1c=1

_(Pk(cl r, t)th( )(Pk (C rrrt)CPz(C ,I‘,t)} (49)

i=1,2,.,Nic=1,2,..5s,gdzie N jest liczba atomoéw, a s jest liczba sktadni-
kéw spinowych. Rozwazamy dwusktadnikowy gaz Fermiego, czyli spinowa
zmienna spin-orbitalu moze przyjmowac¢ dwie wartosci:

¢; (1, 1), (4.10)

dla spinu 1 i
¢; (r,t), (4.11)
dla spinu |. Tak jak w eksperymencie [37] przyjmujemy mieszanine jednako-
wych ilodci dwdéch sktadnikéw o réznych spinach. Fermiony o tym samym
spinie nie oddziatywuja ze soba:
Vil —r)=VHE—1)=0. (4.12)

int int
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Rozwazamy tylko oddziatywanie w postaci odpychania sie atoméw o prze-
ciwnych spinach:
Vi r—1)=gé(xr—71). (4.13)

int
W niskich temperaturach w wielu przypadkach oddzialywanie to moze by¢
dobrze opisane za pomoca potencjatu kontaktowego zaleznego od stalej g,
ktéra jest powiazana z dtugoscia rozpraszania a fali s poprzez g = 47th*a/m.
Zalezne od czasu réownanie Hartree-Fock’a na spin-orbitale ¢;" (r, t) i ¢ (r, t)
jest nastepujace:

. 0
i ¢ (1) = Hop ¢ (1,1), (4.14)
gdziei =1,...,, N/2. Jednoczastkowy Hamiltonian dany jest réwnaniem:
hZ
Hsp - —%Vz + ‘/tr(r) + gn:,:(r, t), (415)

gdzie n (r,t) i n_(r,t) to atomowe gestosci chmur o przeciwnych spinach
(normalizowane do ilosci atoméw kazdego ze skiadnikéw) zdefiniowane
jako:
N/2
ne(et) =Y |¢g (r, ). (4.16)
n=1

Aby uzyskaé¢ zgodnos¢ iloéciowa z wynikami eksperymentu [37] uprosz-
czony opis oddzialywania musi zosta¢ ulepszony. Musimy
uwzgledni¢ w oddziatywaniu wielocialowe korelacje. Mozemy to zrobi¢ po-
przez modyfikacje wielociatlowej funkgcji falowej (4.2) poprzez dodanie czyn-
nika korelacji Jastrowa. Metoda Monte Carlo z prébna funkcja falowa w po-
staci Jastrow-Slater byla juz z sukcesem stosowana do mieszanin zdegenero-
wanych gazéw [29], [3]. Zauwazy¢ trzeba, Ze istnieje prostsze przyblizenie
metoda wariacyjna najnizszego rzedu [24], [25], [27], ktéra byta uzywana do
otrzymania dobrego przyblizenia wynikéw metody Monte Carlo [7], [26].
Innym sposobem uwzglednienia korelacji jest wprowadzenie efektywnego
oddzialywania. Zostalo to juz zaproponowane w pracy [11], gdzie byly ba-
dane spin-dipolowe oscylacje dwuskladnikowego gazu Fermiego w zerowej
temperaturze oraz w pracach [32], [31] w skoriczonych temperaturach. Zre-
normalizowana dtugo$¢ rozpraszania wynosi:

Gefs = FU;”) + g(]]:”)] /2. (4.17)

Rozwiniecie zrenormalizowanej funkcji w potegach kra jest nastepujace:

C(kpa) = kra+ A(kpa)? + D(kpa)® + ..., (4.18)

gdzie A = 6(11 —2In2)/35m, D = 1.084. Pierwszy element rozwiniecia
w réwnaniu (4.18) to dtugosc¢ rozpraszania dla dwoéch swobodnych czastek.
Drugi element rozwiniecia zostat po raz pierwszy wyznaczony przez Hu-
anga i Yanga [14] oraz Lee i Yanga [21] dla pseudopotencjatu §(r) 2 (r). Trzeci
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element rozwiniecia zalezy od miedzyatomowego potencjatu i zawiera tréj-
cialowe korelacje. Zrenormalizowane réwnanie Hartree-Focka jest nastepu-
jace:

0 h?
mgq’ii(r/t) = [—%Vz + Vi (1) + g ng(r, t)

4
+ B <§ni/3(r,t) n(r,t) + an/3(r,t))

+ E (gni/3(r,t) ne(r, t) + n5¢/3(r, t))} gogi)(r, t),(4.19)

gdziei=1,..,N/2, E=ga?D(672)?/3/2, B = (4mh*/m)a*A(672)'/3/2.
Rysunek 4.1, ktéry pochodzi z pracy [11] przedstawia wyniki numeryczne
oscylacji spin-dipolowych po uwzglednieniu kolejnych rzedéw poprawek
do oddzialywania. Krytyczna warto$¢ kra dla przypadku kiedy oddziatywa-
nie nie jest zrenormalizowane (pionowa ciagla linia na wykresie) jest zgodna
z otrzymana z rachunku wariacyjnego kray, = %7‘[ - rbwnanie (2.25). Mozna
zauwazy¢, ze wprowadzanie kolejnych poprawek do oddziatywania prze-
suwa warto$¢ krytyczna kra, przy ktérej nastepuje przejécie ze stanu para-
magnetycznego do stanu ferromagnetycznego w kierunku wartosci 0.9 co
jest zgodne z wynikami eksperymentu [37].

2.0} wNaPdE B BOOO0O O
p o
1.5} : :
N o
\Eﬂom@g -
QA?E@D%CD)IO
2 000000
0.5 ! |
! |
o
083 05 015 2.0 25 3.0 3.5

kra 1st-0O,2nd -0, 3rd - A

RYSUNEK 4.1: Wykres czestotliwo$ci modu spin-dipolowego w
temperaturze T = 0K po uwzglednieniu kolejnych rzedéw po-
prawek do oddziatywania [11].
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4.1.2 Skonczona temperatura

Zgodnie ze statystyka Fermiego-Diraca prawdopodobiefistwo obsadzenia sta-
nu o energii ¢ wynosi:
1
fle)=——, (4.20)
eksT +1
gdzie: T to temperatura, kp to stala Boltzmanna, a y to potencjat chemiczny.
W temperaturze OK prawdopodobiefistwo obsadzenia stanu o energii mniej-

fie)A

LL=&F

RYSUNEK 4.2: Rozklad Fermiego-Diraca w temperaturze T =
OK.

szej od er (u(0) = er) wynosi jeden, czyli wszystkie stany do energii Fer-
miego sa obsadzone (rysunek 4.2). W skorficzonej temperaturze prawdopo-
dobieristwo obsadzenia stanéw o energii mniejszej od p staje sie mniejsze
niz jeden, a prawdopodobiefistwo obsadzenia stanéw o energii wiekszej niz
u staje sie skoniczone. Oznacza to, ze w konkretnej realizacji niektére stany
o energii mniejszej od yu pozostaja nieobsadzone, natomiast zostaja obsa-
dzone stany o energii wiekszej od u (rysunek 4.3). Aby rozszerzy¢ analize
oscylagji spin-dipolowych dwuskladnikowego gazu Fermiego w temperatu-
rach r6znych od zera dopuszczamy w populacji jednoczastkowych stanéw
stany o energii wiekszej od energii Fermiego. Pomimo tego, ze réwnanie
(4.14) zawiera skiadnik odpowiadajacy za oddzialywanie odpychajace po-
miedzy atomami o przeciwnych spinach to stan poczatkowy dwusktadni-
kowego gazu Fermiego nie zawiera oddzialywania. Jest tak poniewaz po-
czatkowo chmury atoméw o przeciwnych spinach sa przestrzennie rozsepa-
rowane tak samo jak w eksperymencie [37]. Dopdki ultrazimne spolaryzo-
wane fermionowe atomy nie oddzialywuja, uzasadnione jest wygenerowa-
nie wielkiego zespotu kanonicznego stanéw dwusktadnikowego gazu Fer-
miego, ktéry odpowiada stanowi poczatkowemu majacemu poziomy ener-
gii i ich populacje jak gaz doskonaly. Nastepnie prawdopodobieristwo ob-
sadzenia jednoczastkowego stanu ¢, o energii ¢, jest zgodnie z rozkladem
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HE)

>0

o

p{EF E

RYSUNEK 4.3: Rozktad Fermiego-Diraca w temperaturze T #
OK.

Fermiego-Diraca dane rownaniem (4.20). Generujemy zgodnie z tym praw-
dopodobienistwem konfiguracje stanéw dla obydwu sktadnikéw w réznych
temperaturach. Technicznie rzecz biorac bierzemy po kolei wszystkie stany,
obliczamy ich prawdopodobiefistwo i przyréwnujemy je do wygenerowa-
nej dla kazdego stanu losowej liczby r z przedziatu [0, 1]. Jezeli r < py, to
dany stan jest uwzgledniany w danej konfiguracji. Liczba atoméw kazdego
ze skladnikéw moze sie nieznacznie rézni¢ w poszczegélnych konfigura-
cjach, ale §rednio jest ich tyle samo pod warunkiem, Ze liczba konfiguracji jest
odpowiednio duza. Zeby zastosowaé opisana wyzej metode potrzebujemy
jeszcze wyznaczy¢ warto$¢ potencjatu chemicznego dla kazdego fermiono-
wego skladnika. Potencjal chemiczny i temperatura to dwa parametry, ktére
mozemy zmienia¢ w wielkim zespole kanonicznym. Sa one powiazane ze
$rednia liczba atoméw i Srednia energia w zespole. Aby wyznaczy¢ poten-
cjat chemiczny odpowiadajacy danej $redniej liczbie atoméw (N) w zadanej
temperaturze musimy rozwiaza¢ rOwnanie:

Nmax 1

= (N).

(e=p)

n=1 p kgT +1
Lewa strona réwnania to suma obsadzen wszystkich rozwazanych jedno-
czastkowych stanéw. W tej analizie (N) = N /2 = 24 dla kazdego sktadnika,
a liczba jednoczastkowych stanéw, ktére sa uwzgledniane wynosi #ny,,y ~
4 x 10%. Potencjat chemiczny wyliczony w ten sposéb jest zgodny z poten-
cjatem chemicznym wyliczonym z niskotemperaturowego rozwiniecia Som-
merfelda dla gazu w pulapce harmonicznej dla temperatur nieprzekraczaja-
cych 0.55 Tr (TF to temperatura Fermiego) [5]:

2 2
W=er [1 — % (%) ] : (4.21)
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4.2 Wyniki numeryczne

Obliczenia numeryczne przeprowadzone zostalty w Centrum Obliczeniowym
Wydziatu Fizyki UwB na Wydziatlowym Klastrze Obliczeniowym. Wydzia-
fowy Klaster Obliczeniowy zbudowany jest z 22 jednostek obliczeniowych
i jednego komputera dostepowego. Kazdy serwer obliczeniowy to maszyna
dwuprocesorowa oparta na procesorze Intel Xeon E5-2650v2 @2.6 GHz (8
rdzeni na procesor), wyposazona w 96 GB RAM oraz lokalny twardy dysk
3TB SATA 7200 rpm. Do obliczerr wykorzystanych bylo 9 jednostek oblicze-
niowych.

Symulacja oscylagji spin-dipolowych dla liczby atoméw N = 24 + 24 pro-
wadzona bylta na siatce 64 x 64 x 512 z krokiem przestrzennym dx = dy =
dz = 0.075. Dlugos¢ ewolucji czasowej wynosita 20 w jednostkach oscylato-
rowych, a krok czasowy dt = 0.0005. Rzeczywisty czas jednej ewolucji wy-
nosil prawie 8 dni.

W zadanej temperaturze T i przy Sredniej liczbie atoméw N /2 dla kaz-
dego ze sktadnikéw przy pomocy rozkladu Fermiego-Diraca tworzymy wie-
loczastkowe stany gazu Fermiego dwéch chmur atoméw o przeciwnych spi-
nach. Nastepnie usuwamy rozdzielajaca te chmury bariere i obserwujemy
dynamike tych atoméw. Aby to zrobi¢ rozwiazujemy numerycznie réwna-
nie (4.14) dla r6znych temperatur i r6znej sity oddzialtywania kra, gdzie kr to
liczba falowa Fermiego, ktéra wynosi:

1/6
o - I wz
ho
gdzie:
Ho\1/2
ahO = (mwho> 7 (423)

a wy, to Srednia geometryczna czestotliwosci putapki. Tak jak w ekspery-
mencie [37], osiowa i radialne czestotliwosci wynosza odpowiednio w, =
2t x 21Hz i w; = 27 x 265 Hz. Monitorujemy odleglos¢ d(t) pomiedzy
$rodkami mas tych dwéch chmur atoméw jako funkgje czasu. Odlegtosé d(t)
rézni sie pomiedzy réznymi konfiguracjami jednak wynik usredniamy po 10
r6znych konfiguracjach. Na rysunku 4.4 przedstawione jest Srednie d(t) w
temperaturze T/Tr = 0.4 dla ré6znych wartoéci sily oddziatywania. Przed-
stawione zostaly trzy jakoSciowo rézne rezimy dynamiki tego uktadu. Dla
matego i odpowiednio duzego kra (odpowiednio gérna i dolna ramka) d(f)
wyraznie oscyluje. W okolicy przejscia oscylacje sa mocno ttumione ($rod-
kowa ramka).
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RYSUNEK 4.4: Spin-dipolowe oscylacje chmur atoméw o prze-

ciwnych spinach dla rosnacej sily oddziatywania kra w tem-

peraturze T/Tr = 0.4. Wzgledna odleglos¢ d(f) pomiedzy

srodkami mas tych chmur przedstawiona zostata jako funkcja

czasu. Kazda wartosc¢ d(t) jest usredniona po 10 konfiguracjach.
Liczba atoméw wynosi N/2 = 24.

Analiza danych takich jak na rysunku 4.4 zostala wykonana przy pomocy
programu , Mathematica”. Plik wejsciowy zawierat Srednia odlegtos¢ d(t)
miedzy Srodkami masy dwdch chmur atomowych o przeciwnych spinach,
ktéra zostata przedstawiona na wykresie jako funkcja czasu. Rysunek 4.5
przedstawia dane wejsciowe dla temperatury T/Tr = 0.2 i kra = 0.6733,
a rysunek 4.6 przedstawia dane wejSciowe dla temperatury T/Tr = 0.2 i
kra = 2.693224. Nastepnie uzywajac funkgji ,NonlinearModelFit” dopaso-
wano dane wejsciowe do funkgji:

f(t) =co+crt +cre Msin (wspt + ). (4.24)

Na rysunku 4.7 i 4.8 pokazane sa dane wejSciowe oraz funkcja f(t) z wyzna-
czonymi z dopasowania parametrami co, c¢1, ¢, I', wsp 1 ¢.
Wyznaczone z dopasowania wsp i I' przedstawione zostaly jako funkcje
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RYSUNEK 4.5: Wykres $redniej odlegtosci d(t) jako funkgji
czasu dla temperatury T/Tr = 0.2 i kpa = 0.6733. Liczba ato-
moéw wynosi N/2 = 24.
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RYSUNEK 4.6: Wykres $redniej odlegtosci d(t) jako funkgji
czasu dla temperatury T/Tr = 0.2 i kra = 2.693224. Liczba
atoméw wynosi N/2 = 24.

kra (rysunki 4.9 i 4.10). Dla niewielkiej sity odpychania dwie chmury ato-
moéw zachowuija sie jak przenikajace sie ptyny. Kiedy nie wystepuje odpy-
chanie pomiedzy chmurami, oscyluja one z czestotliwoscia réwna czesto-
tliwosci w, pulapki. Kiedy sita odpychania ro$nie czestotliwo$¢ maleje do
wartosci 0.5 w, w zerowej temperaturze [11]. Nazywa sie to efektem , zmiek-
czenia modu” i dla wyzszych temperatur ulega on ostabieniu (rysunek 4.9).
Kiedy sita odpychania rosnie dalej obserwujemy jako$ciowo zmiane odpo-
wiedzi uktadu. Dwie chmury atomoéw stajq sie nieprzenikalne. Dla tempera-
tur do T/Tr = 0.4 chmury atoméw oscyluja z czestotliwoscia ponizej 2 w,
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RYSUNEK 4.7: Wykres $redniej odlegtosci d(t) jako funkgji

czasu dla temperatury T/Tr = 0.2 i kra = 0.6733 oraz funk-

ga f(t) z wyznaczonymi z dopasowania parametrami. Liczba
atoméw wynosi N/2 = 24.
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RYSUNEK 4.8: Wykres $redniej odlegtosci d(t) jako funkgji

czasu dla temperatury T/Tr = 0.21i kpa = 2.693224 oraz funk-

ga f(t) z wyznaczonymi z dopasowania parametrami. Liczba
atoméw wynosi N/2 = 24.

zaraz po przejsciu przez krytyczna warto$¢ kra. Nastepnie czestotliwo$¢ ro-
$nie do blisko podwojonej w, czestotliwosci putapki dla wiekszych wartosci
kra. Krytyczna warto$¢ kra roénie wraz ze wzrostem temperatury. Mozna to
wyjaéni¢ modelem Stonera wedrujacego ferromagnetyzmu. W tym modelu
odpychanie pomiedzy fermionami réwnowazy ci$nienie kwantowe. Ponie-
waz ci$nienie Fermiego doskonalego gazu ros$nie wraz z temperatura [13],
potrzebne jest silniejsze odpychanie aby zrownowazy¢ ciénienie.
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RYSUNEK 4.9: Czestotliwoéci modu spin-dipolowego odpycha-

jacego sie dwusktadnikowego gazu Fermiego jako funkcja kra

dla r6znych temperatur. Wyzsza temperatura utrudnia powsta-

wanie fazy ferromagnetycznej, dlatego separacja skltadnikéw
zachodzi dla wiekszych kra.

Wyniki przedstawione na rysunku 4.10, pokazuja wspotczynnik ttumie-
nia oscylacji spin-dipolowych i sa zgodne z pomiarami doswiadczalnymi
[37]. Ponizej wartosci krytycznej kra, kiedy czestotliwoé¢ wsp maleje, ttu-
mienie oscylacji szybko rosnie. Powyzej wartosci krytycznej kra, kiedy cze-
stotliwosé wgp skacze do wartoéci 2 w,, thtumienie znacznie maleje. Takie za-
chowanie zachodzi dla wszystkich rozwazanych temperatur.

Na koniec wszystkie otrzymane wyniki zostaty zebrane na rysunku 4.11,
przedstawiajacym krytyczne wartosci odpychania (kra )y, dla analizowanych
temperatur. Niebieskie punkty przedstawiaja wyniki numeryczne wyzna-
czone z analizy oscylacji spin-dipolowych jak na rysunku 4.9. Czerwone krzy-
zyki przedstawiaja dane do$wiadczalne wziete z [37], ktére wyznaczono mie-
rzac stabilno$¢ ferromagnetycznego stanu w stosunku do dyfuzji spinéw.
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RYSUNEK 4.10: Wspoélczynnik tlumienia modu spin-

dipolowego w funkcji kra dla réznych temperatur. Tak

jak w eksperymencie [37], zauwazamy silny wzrost thumienia

oscylagji spin-dipolowych kiedy zblizamy sie do krytycznej

wartosci kra. Po przejSciu przez krytyczny region ttumienie
oscylacji staje sie znowu mate.

Zgodnie z [37], metastabilny ferromagnetyczny stan pojawia sie dla warto-
Sci (kpa) bliskiej jednosci, przy ktorej czestotliwosé modu spin-dipolowego
nagle skacze do wyzszych warto$ci. Rzeczywisécie wyniki numeryczne zga-
dzaja sie z danymi do$wiadczalnymi, pomimo tego, ze rozwazany uklad
byt wielokrotnie mniejszy niz uklad doswiadczalny. Niezaleznos¢ (kpa)y,
od liczby atoméw zostata juz przedstawiona w pracy [11] dla temperatury
T = 0K oraz w pracy [31] dla skoriczonej temperatury.
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RYSUNEK 4.11: Diagram fazowy pokazujacy krytyczna war-
to$¢ oddziatywania odpychajacego (kra)i, w zadanych tem-
peraturach wyznaczona z analizy modu spin-dipolowego tak
jak na rysunku 4.9 (niebieskie punkty z naniesionym poziomo
niepewnoscia). Poza (kra)y, uklad pozostaje w stanie ferroma-
gnetycznym (szary obszar na diagramie). Czerwone krzyzyki
przedstawiaja dane doswiadczalne wziete z [37] (rysunek 3
d), wyznaczone na podstawie pomiaréw dyfuzji domen spi-
nowych. Niebieskie punkty pochodza z obliczeri numerycz-
nych, usrednionych po 10 konfiguracjach dla kazdej z tempe-
ratur. Kropkowana linia to najnizszy rzad rozwiniecia Som-
merfelda, natomiast niebieskie kwadraty przedstawiaja energie
wyliczona numerycznie. Linia ciagla to dofitowanie potegowe
do punktéw numerycznych dla temperatur T/Tr < 0.4. Liczba
atomow wynosi N = 48.

Zeby zrozumieé to uniwersalne zachowanie dla gazu w niezerowej tem-
peraturze przyjmujemy model Stonera opisujacy wedrujacy ferromagnetyzm.
Aby znalez¢ warto$é krytyczna odpychajacego oddziatywania poréwnujemy
energie kinetyczna gazu do energii oddziatywania [38]. W jednorodnym ukia-
dzie w temperaturze OK przy uzyciu przyblizenia Thomasa-Fermiego dosta-
jemy (kpa)y, = m/2. Uwzgledniajac w rozwazaniach skoriczona tempera-
ture, rozwiniecie Sommerfelda najnizszego rzedu daje:

(kpa)gr = 70/2[1+ 572 /12 (T / Tr)?). (4.25)

Jednak w tym réwnaniu musimy uwzgledni¢ dwie poprawki. Jak wiemy z
do$wiadczenia [37] i prac teoretycznych [29], [11],[6], [12] w temperaturze 0K
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krytyczne odpychanie jest w rzeczywistosci mniejsze i blizsze 1. Po pierw-
sze w [29], aby otrzymac¢ prawidlowa warto$¢ (kra)y, zostata zrenormalizo-
wana stala sprzezenia w oddzialywaniu miedzy czastkami o przeciwnych
spinach. Po drugie czynnik zalezny od temperatury powinien raczej odpo-
wiadaé przypadkowi potencjatu harmonicznego. Tak wiec mamy:

(kea)ir ~ [1+27%/3(T/Te)?, (4.26)

granica pomiedzy faza paramagnetyczna i ferromagnetyczna jest zaznaczona
na rysunku 4.11 jako kropkowana linia. Zgodno$¢ z wynikami numerycz-
nymi jak i do§wiadczalnymi [37] zachodzi tylko dla niskich temperatur, po-
niewaz przyblizenie Sommerfelda moze by¢ zastosowane tylko w tym zakre-
sie [5]. Mozemy poprawié ta zgodnos¢ obliczajac energie ukladu uzywajac
wielkiego zespotu kanonicznego:

Nmax

E(T) = ) en(exp[B (en — u(T))] +1)7". (4.27)

n=1

Na rysunku 4.11 T/Tr jako funkgje (kpa)y, = E(T)/E(T = 0) przedsta-
wiaja niebieskie kwadraty. Jak widzimy zgodnos¢ jest lepsza w calym za-
kresie temperatur. Moze by¢ to zaskoczeniem, ze réwnanie na energie E(T)
takie jak dla gazu doskonatego tak dobrze dziata w tym przypadku. Jest
tak, poniewaz przy krytycznej wartos¢ (kpa) dwie chmury atoméw stajq sie
rozseparowane. Oczywiscie ta separacja nie jest idealna tak jak byla na sa-
mym poczatku w czasie t = 0. Wystepuje tu pewna $ciana domenowa po-
miedzy skladnikami, gdzie atomy o przeciwnych spinach mieszaja sie i od-
dziatywuja ze soba odpychajac sie utrzymujac separacje chmur. Dodatkowo
na brzegach gaz jest ciagle niespolaryzowany (przekrywanie sie sktadnikéw
na peryferiach zanika dopiero przy odpowiednio wiekszym odpychaniu). Z
pewnoscia wystepowanie $ciany domenowej modyfikuje energie jednoczast-
kowe ¢, dla duzych n. Ta zmiana roénie wraz z temperatura (lub wraz z sita
oddziatlywania) réwnoczeénie efektywna przestrzenna bariera maleje. Dla-
tego dla wyzszych temperatur wyniki przyblizenia (niebieskie kwadraty na
rysunku 4.11) odsuwaja sie od wynikéw numerycznych (niebieskie punkty).
Pomimo wszystko zgodnos¢ jest dobra.
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Rozdzial 5

Model hydrodynamiczny

W tym rozdziale przedstawiony zostanie model hydrodynamiczny uzyty do
opisu dynamiki mieszaniny fermionéw o przeciwnych spinach. W przeci-
wienistwie do modelu Hartree-Focka, gdzie kazdy fermion opisany jest wta-
snym spin-orbitalem, podejscie hydrodynamiczne pozwala na opis ukladu
ztozonego z duzej liczby czastek. Liczba czastek wchodzi do réwnarn jako
parametr i ztozonos¢ obliczeniowa wraz ze wzrostem liczby atoméw roénie
znacznie wolniej niz w przypadku modelu Hartree-Focka. Ten aspekt zosta-
nie doktadniej oméwiony w czeéci poSwieconej numeryce. Omawiany model
zostanie ponownie uzyty do opisu wynikéw doswiadczenia [37], ale tym ra-
zem bedzie mozliwe osiagniecie liczby atomoéw takiej jak w doswiadczeniu.

5.1 Teoria

Do opisu jednoskiadnikowego gazu uzywamy pétklasycznej funkcji rozktadu
fp(r) takiej, ze wyrazenie fp(r)drdp/(27th)® daje $rednia liczbe czastek w
elemencie przestrzeni fazowej drdp. W réownowadze termodynamicznej w
temperaturze T i z potencjalem chemicznym p dla zdegenerowanego gazu

Fermiego mamy:
1
o) = e

TRT T (5.1)

gdzie e, (r) jest energia czastki w punkcie r. Dla jednosktadnikowego dosko-
nalego gazu Fermiego w pulapce ta energia wynosi:

p?
ep(r) = o T Vir(1) . (52)

Gestosc czastek obliczamy catkujac funkcje rozkltadu po wszystkich pedach
~ [ fp(r)dp. Pozostale sktadniki energii moga by¢ dodane do réwnania
(5 2) w szczegoblnosci sktadnik odpowiadajacy poprawce Weizsdckera:

Ew = &(T) (#/2m) / (Vy/n(r))? dr (5.3)

gdzie {(T) to wspoétczynnik stabo zalezny od temperatury [28]. Wprowadza-
jac drugi fermionowy skladnik o przeciwnym spinie nalezy doda¢ jeszcze
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energie oddzialywania. Przyjmujemy, ze oddzialywanie pomiedzy fermio-
nami o przeciwnych spinach zalezy tylko od ich gestosci Vi, (n4,n—) (od-
tad rozréznianych poprzez dodanie indekséw "+"i’—’), stad réwnanie (5.2)
przedstawia sie nastepujaco:

2 SEL 6V,
. °bw  OVint
ep(r) = om T Vir(r) + R + oy (5.4)
Gestos¢ czastek sktadnika "+ wyliczamy ze wzoru:
1 dp 1
n+(1‘) = / e[ep(l‘)*ﬂ+]/kBT+1 (27Th)3 - ﬁf3/2(z+)/ (5.5)

a gestosc¢ energii zwiazanej z ruchem czastek ze wzoru:

2
_ p°/2m dp  3kgT
e+(r) = / elep()=p+]/ksT 4 1 (271h)3 T2 A3 fsra(z+), (56)

gdzie kp to stala Boltzmanna, A = \/27‘(?12 /mkpT jest termiczna dlugoscia
fali, a f3,2(z) i f5/2(z) to standardowe funkcje dla fermionéw [13]. Parametr

z4 nazywany jest aktywnoscia i wynosi:
z, (1) = (W4 =Vir(r)—0Ey, /0ny —6Viu /o0 ) /kpT (5.7)

Potencjat chemiczny 4 jest wyznaczony z warunku normalizacji

N, = /n+(r)dr. (5.8)

Zgodnie z propozycja Kohna i Shama [20] uogoélniajaca formalizm funkcjo-
natu gestosci dla przypadku skoriczonej temperatury, do dalszej analizy ener-
gia ukfadu powinna zosta¢ zamieniona na energie swobodna F:

F=U-TS, (5.9)

gdzie U jest energia zwiazana ruchem czastek, a S jest entropia, ktéra wynosi:

o)
S=—\|== . 5.10
<aT)y,V ( )

Dla gazéw Bosego i Fermiego mamy [2]:

2
0=-21, (5.11)

stad otrzymujemy wyrazenie na entropie gazu Fermiego:

2 [oU
5:—(—0 . (5.12)
3\0T ),y
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Mozemy teraz wyliczy¢ gestos¢ energii swobodnej, ktéra wynosi:

Fr0) =L nz.) forale) — fales)] 6.13)

Dodatkowo w przypadku dynamicznym funkcjonat energii musi zosta¢ zmo-
dyfikowany poprzez dodanie energii makroskopowego przeptywu. W zwiazku
z tym funkcjonal opisujacy komponent '+, ktéry jest minimalizowany aby
otrzymac réwnania opisujace dynamike tego ukladu wynosi:

F_|_(1’Z+,V+) = /f_|_(]f') dr+/n+%mvidr
+ [ Vi nedet Byt [ Viglne,noyde, 614

gdzie v (r) to pole predkosci makroskopowego przeptywu fermionowego
sktadnika "+’, a drugi czlon w réwnaniu opisuje energie tego przeptywu.
Nastepnie wprowadzamy pseudo funkcje falowa ¥ (r) (ny = |¢p4[?) dla
komponentu '+’ w taki sposéb, ze:

hZ . hZ ) 1 5
%(VIPJF) (V) = %(VWH) Tt MmV . (5.15)

Funkcjonat z réwnania (5.14) transformuje sie do:

h? h?
By, V) = [ fr@dr+ [ (= o992 ) de— 2 [(V]ga))dr
+ [ Vi nedesEw o+ [ Vi, no)dr. (5.16)

Takiego samego funkcjonatu uzywamy dla drugiego komponentu miesza-
niny fermionéw. Réwnania ruchu sa postaci:

. 0 )
ih g‘/&(f/f) = 5¢1Fi[l/)i,v¢’i]- (5.17)
Poniewaz:
)
o [ felrydr =koT Inzs, 519
5ni

rOwnania ruchu mozemy zapisac:

2 2 o2
ih_alpi — _h_v2+h_v ||
ot 2m 2m ||

+ kT Inz4

W V2. /ny SV
+ Vi = &(T) o = +5nlit> P .

(5.19)
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Rozwiazujac rownanie (5.19) aktywnosc¢ z4 (r) znajdujemy z warunku samo-
uzgodnienia f3,5(z+) = A3 ny réwnanie (5.5), gdzie ny = ||
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5.2 Wryniki numeryczne

W pierwszej kolejnosci przedstawione zostana numeryczne wyniki oscyla-
i spin-dipolowych odpychajacego sie gazu Fermiego tak jak w doswiad-
czeniu [37]. W kolejnym podrozdziale przedstawione zostana wyniki nume-
ryczne oscylacji stabo oddziatujacej odpychajacej sie mieszaniny fermionéw
zamknietych w pulapce sferycznie symetryczne;j.

5.2.1 Oscylacje spin-dipolowe

Obliczenia numeryczne tak jak w przypadku modelu orbitalowego przepro-
wadzone zostaly w Centrum Obliczeniowym Wydziatlu Fizyki UwB na Wy-
dzialowym Klastrze Obliczeniowym, a takze w Uniwersyteckim Centrum
Obliczeniowym. Centrum Uniwersyteckie dysponuje klastrem skiadajacym
sie z 72 jednostek obliczeniowych, z ktérych kazda wyposazona jest w dwa
procesory Xeon E5-2650, 64 GB pamieci operacyjnej i szybka pamie¢ dys-
kowa SSD 64 GB.

Symulacja oscylacji spin-dipolowych dla liczby atoméw N = 1000 + 1000
byla prowadzona na siatce 128 x 128 x 1024, a dla liczby atoméw N = 50000 +
50000 na siatce 128 x 128 x 2048 z krokiem przestrzennym dx = dy = 0.11i
dz = 0.05. Dlugos¢ ewolucji czasowej wynosita 30 w jednostkach oscylato-
rowych, a krok czasowy dt = 0.0001. Rzeczywisty czas jednej ewolucji dla
liczby atoméw N = 1000 + 1000 wynosita prawie 7 dni, a dla liczby atoméw
N = 50000 4 50000 wynosit ponad 11 dni.

Aby przeprowadzi¢ symulacje numeryczna doswiadczenia najpierw mu-
simy wyznaczy¢ stan poczatkowy dwuskladnikowego gazu Fermiego. Do-
konujemy tego rozwiazujac réwnanie (5.19) w czasie urojonym [10] w obec-
nosci putapki harmonicznej w ksztalcie cygara o czestotliwo$ciach radial-
nych i osiowej rownych odpowiednio w; = 27 X 266Hz i w, = 21 X
21 Hz oraz w obecnos$ci odpychajacej optycznej bariery. Nastepnie usuwamy
optyczna bariere i ewoluujemy otrzymane z czasu urojonego 1+ rozwiazujac
rownanie (5.19) w czasie rzeczywistym. Obserwujemy dynamike ukiadu ob-
liczajac wzgledna odlegtos¢ d(t) pomiedzy srodkami mas dwdéch chmur ato-
moéw o przeciwnych spinach. Analizujac d(t) w funkcji czasu wyznaczamy
czestotliwoé¢ oraz thumienie modu spin-dipolowego tak samo jak to bylo
zrobione w rozdziale 4 oraz pracach [32], [31]. Analiza danych zostala wyko-
nana przy pomocy programu ,Mathematica”. Plik wejSciowy zawierat $red-
nig odlegtos¢ d(t) miedzy srodkami masy dwdéch chmur atomowych o prze-
ciwnych spinach. Uzywajac funkgji ,,NonlinearModelFit” dopasowano dane
wejéciowe do funkgji f(t) = co + c1t + co e sin (wspt + @).

Aby otrzymacé zgodnos$¢ z danymi doswiadczalnymi w modelu nalezy
wprowadzi¢ do oddziatywania wielociatlowe korelacje. Dokonujemy tego tak
jak poprzednio w rozdziale 4 poprzez renormalizacje stalej oddzialywania
[11], [32], [33], [31]. Dla jednorodnego uktadu realizowane jest to poprzez
rozwiniecie energii dwuskladnikowego gazu Fermiego w parametrze kra,
gdzie kr to liczba falowa Fermiego, a a to dtugo$¢ rozpraszania fali s. W
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przyblizeniu pola Sredniego gestos¢ energii oddziatywania wynosi gnyn_,
gdzie ¢ = 47th*a/m, a czynnik z réwnania (5.19) 6V;,,;/ns = gn=. Po renor-
malizacji:

gnz — gne + A(4/3n%° ne +n¥/%) + B(5/3n%° ny 4+ n307),

gdzie A = 3ga(6712)1/3(11 — 21In2) /357, a B = 3ga®(677%)?/3r/4 x 0.23 [11].
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RYSUNEK 5.1: Czestotliwosci modu spin-dipolowego odpycha-

jacego sie dwuskladnikowego gazu Fermiego o przeciwnych

spinach jako funkcja kra w temperaturze T/Tr = 0.12 w po-

réwnaniu do danych doswiadczalnych [37]. Obliczenia nume-

ryczne wykonano dla dwéch liczb atoméw N /2 = 50000 (tak
jak w doswiadczeniu) i N/2 = 1000.

Rysunki 5.115.2 przedstawiaja czestotliwosci modu spin-dipolowego uzy-
skane z symulacji numerycznych w dwéch temperaturach, ktére byty badane
doswiadczalnie [37] (rysunek 2). Obliczenia numeryczne wykonane byty dla
ukladu o liczbie atoméw tak jak w doswiadczeniu (50000 atoméw w kazdym
sktadniku) i dla mniejszego uktadu o liczbie atoméw N /2 = 1000. Spraw-
dzono réwniez, ze dla wiekszej liczby atoméw (N /2 = 50000) mozna zanie-
dba¢ w réwnaniu (5.19) czynnik:

n V2 /i
+
odpowiadajacy poprawce Weizsdckera. Symulacje numeryczne z uwzgled-

nieniem poprawki Weizsédckera oraz bez tej poprawki daja te same wartosci
czestotliwosci oscylacji spin-dipolowych. Na obu rysunkach widzimy ogélna
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zgodno$é¢ wynikéw numerycznych i do§wiadczalnych. Obliczenie numerycz-
ne pokazuja zmiekczanie modu spin-dipolowego wystepujace przy przej-
$ciu z fazy paramagnetycznej do fazy ferromagnetycznej. Model hydrodyna-
miczny, ktéry zostal uzyty w symulacji numerycznej daje prawidlowe war-
tosci kra, przy ktérych nastepuje to przejscie fazowe. W zerowej temperatu-
rze bylo juz to zrozumiate, ze zjawisko zmiekczania modu spin-dipolowego
zalezy wylacznie od kra [30]. Symulacje modelu hydrodynamicznego po-
twierdzaja ta obserwacje réwniez dla niezerowych temperatur (rysunki 5.1
i 5.2), [31]. Zgodnie z modelem Stonera réwniez przejscie do fazy ferroma-
gnetycznej zalezy wylacznie od kra co réwniez potwierdzaja wyniki symu-
lacji numerycznych. Powyzej warto$ci krytycznej kra oba sktadniki przestaja
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RYSUNEK 5.2: Czestotliwosci modu spin-dipolowego odpycha-

jacego sie dwuskladnikowego gazu Fermiego o przeciwnych

spinach jako funkcja kra w temperaturze T/Tr = 0.25 w po-

réwnaniu do danych do$wiadczalnych [37]. Obliczenia nume-

ryczne wykonano dla dwéch liczb atoméw N /2 = 50000 (tak
jak w doswiadczeniu) i N/2 = 1000.

sie przenikac i oscyluja z czestotliwo$cia mniejsza niz podwojona czestotli-
wos¢ osiowa putapki co jest zgodne z do§wiadczeniem. Wyniki numeryczne
sa zgodne dla obydwu przypadkéw N/2 = 1000 i N/2 = 50000. Widaé
jedynie r6znice w rozmiarze strefy przejSciowej (pomiedzy faza paramagne-
tyczna i faza ferromagnetyczna). Rozmiar tej strefy zalezy od liczby atoméw
w prébce. Dla wiekszej liczby atoméw (N /2 = 50000) ukiad szybciej osiaga
docelowa wartos¢ czestotliwosci oscylagji spin-dipolowych w fazie ferroma-
gnetycznej niz ukiad o mniejszej liczbie atoméw (N/2 = 1000). Dzieje sie
tak poniewaz dla ukltadu o mniejszej liczbie atoméw (N /2 = 1000) nawet
po przekroczeniu krytycznej warto$ci kra obserwujemy przenikanie sie ato-
moéw o przeciwnych spinach na brzegach chmury (rysunek 5.3). W strefie
przej$ciowej chmury atoméw czesciowo nadal sie przenikaja na peryferiach.
Dopiero dla wiekszych warto$ci kra chmury atoméw przestaja sie przenikaé
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RYSUNEK 5.3: Rozklad gestosci atoméw o przeciwnych spi-
nach w plaszczyznie XZ w temperaturze T/Tr = 0.12, kra =
1.50438 1 N /2 = 1000.
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RYSUNEK 5.4: Rozklad gestosci atoméw o przeciwnych spi-
nach w plaszczyZznie XZ w temperaturze T/Tr = 0.12, kpa =
2.50731i N/2 = 1000.
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(rysunek 5.4). Dla wiekszej liczby atoméw (N /2 = 50000) to przejscie zacho-
dzi szybciej. Wynika to z faktu, ze ttumienie spin-dipolowych oscylacji rosnie
przy zblizaniu sie do wartosci krytycznej kra i to ttumienie jest wieksze dla
ukltadu z wieksza liczba atoméw (rysunek 5.5). Ze wzrostem temperatury
ttumienie maleje i dlatego tez obszar przejSciowy robi sie szerszy.

L4l o 1kTTr=0.12

1.20 o 1kT/T-=0.25
1.0 e 50kT/TF=0.12

N0.8] 50k T/Tr = 0.25
[ ]
= 0.6
0.4
0.2 °
L ]
0.0/ * e ¢« ° e * o ¢

00 02 04 06 08 10 1.2 1.4
kra

RYSUNEK 5.5: Ttumienie modu spin-dipolowego odpychaja-

cego sie dwuskladnikowego gazu Fermiego o przeciwnych spi-

nach jako funkcja kra w réznych temperaturach dla dwéch
liczb atoméw N /2 = 10001 N /2 = 50000.

Rysunek 5.6 przedstawia oscylacje spin-dipolowe w kolejnych dwéch tem-
peraturach T/Tr = 041 T/Tr = 0.53 uktadu ztozonego z N /2 = 1000 ato-
méw w kazdym sktadniku. Te temperatury byly badane w do$wiadczeniu
[37] jednak nie poprzez analize oscylacji spin-dipolowych, a poprzez bada-
nie stabilno$ci wygenerowanych domen spinowych.
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RYSUNEK 5.6: Czestotliwosci modu spin-dipolowego odpycha-

jacego sie dwuskladnikowego gazu Fermiego o przeciwnych

spinach jako funkcja kra w réznych temperaturach. Obliczenia
numeryczne wykonano dla liczby atoméw N /2 = 1000.

Rysunek 5.7 przedstawia diagram fazowy, ktéry zawiera wyniki odpo-
wiadajace przejSciu pomiedzy fazami paramagnetyczna i ferromagnetyczna.
Na diagramie pokazane sa wartoéci krytyczne kra w funkgji temperatury.
Czerwone krzyze przedstawiaja wyniki eksperymentalne [37], a niebieskie
punkty to wyniki obliczefi numerycznych. Linia ciagla to dopasowanie po-
tegowe do punktéw numerycznych, ktére rozdziela faze paramagnetyczna
(biate pole) od ferromagnetycznej (szare pole). Przy danej wartosci kra kiedy
temperatura ukltadu maleje pojawia sie faza ferromagnetyczna co jest jako-
Sciowo zgodne z modelem Stonera wedrujacego ferromagnetyzmu. Faza fer-
romagnetyczna pojawia sie kiedy oddzialywanie jest w stanie przeciwstawi¢
sie ciSnieniu kwantowemu, ktére maleje wraz z temperatura.

Aby sprawdzi¢ iloSciowo wyniki obliczeri numerycznych (dynamiki) z
modelem Stonera (statycznym) poréwnujemy energie kinetyczna gazu z ener-
gia oddzialywania w réwnowadze [38]. W najprostszym przypadku w przy-
blizeniu pola éredniego energia oddzialywania wynosi:

g / nyn_dr, (5.20)
a powyzsze porOwnanie energii wynosi:

k n
g%g/f5/2(z+)dr = in (/ nyn— dr) (kpa)r - (5.21)

mkF

Wartos¢ krytyczna odpychajacego oddziatywania (kra)y, znajdujemy przyj-
mujac réwne gestosci sktadnikéw n4 = n_ = f3,5(z1)/A% normalizowane
do Ny = N_ = 1000 z z+ = exp[(y+ — Vi) /kpT|. Krytyczna wartosé
(kpa)y, w funkgji temperatury T/Tr przedstawiona jest na rysunku 5.7 jako
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RYSUNEK 5.7: Diagram fazowy pokazujacy krytyczna war-
tos¢ odpychajacej sity oddzialywania w poszczegélnych tem-
peraturach. Czerwone krzyze to dane doswiadczalne [37] (ry-
sunek 3d), a niebieskie punkty to wyniki symulacji numerycz-
nych. Linia ciagla jest dopasowaniem potegowym do wynikéw
numerycznych i rozdziela faze paramagnetyczna (biate pole)
od fazy ferromagnetycznej (szare pole). Niebieskie kwadraty
i czerwone diamenty to przewidywania statycznego modelu
Stonera zawierajace oddzialywanie pomiedzy atomami odpo-
wiednio nieznormalizowane i znormalizowane.

niebieskie kwadraty. W zerowej temperaturze (kra)y, ~ 1.7 jest zgodna z wy-
nikami obliczeni zawartymi w pracy [11] [rys. 1(d)]. Kiedy zrenormalizujemy
oddzialywanie pomiedzy skltadnikami réwnanie (5.21) przechodzi w wielo-
mian trzeciego stopnia w (kra)g,. Rozwiazanie tego wielomianu w funkgji
T/Tr przedstawione jest na rysunku 5.7 jako czerwone diamenty. Teraz w
zerowej temperaturze (kpa)g, ~ 0.9 jest zgodne z wynikami do$wiadczal-
nymi [37] w najnizszej temperaturze. Ogélne zachowanie (kra)y, obliczone w
powyzszy sposob jest podobne zaréwno do wyznaczonych do$wiadczalnie
jak i wyliczonych z symulacji numerycznych (reprezentujacych dynamiczny
efekt Stonera) szczeg6lnie w niskich temperaturach.
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5.2.2 Oscylacje slabo oddzialujacej odpychajacej si¢ miesza-
niny fermionéw

Mieszanina dwéch chmur atoméw o przeciwnych spinach jest zamknieta
w sferycznie symetrycznej pulapce. Obydwie chmury sa zaburzane w fazie
tz. jednocze$nie Sciskamy obydwie chmury poprzez zwiekszenie czestotli-
wosci pulapki, a nastepnie ptynnie zmieniamy czestotliwos¢ putapki poni-
zej czestotliwosci wyjéciowej pozwalajac chmurom sie rozszerzy¢. Po kilku
takich cyklach zaburzent uklad zaczyna oscylowa¢ w pulapce. W ten spo-
sOb wzbudzamy sferycznie symetryczne drgania. Znajdujemy czestotliwosci
tych wzbudzen obliczajac szerokoé¢ chmury atoméw f Brring (r,t) i anali-
zujac jej zaleznos¢ od czasu.

Obliczenia numeryczne zostaly wykonane w Centrum Obliczeniowym
Wydziatu Fizyki UwB na Wydzialowym Klastrze Obliczeniowym. Oblicze-
nia wykonane zostaly dla dwoéch liczb atoméw N = 56 + 56 oraz N =
1000 + 1000. Symulacja numeryczna dla liczby atoméw N = 56 + 56 zo-
stala wykonana na siatce 128 x 128 x 128 z krokiem przestrzennym dx =
dy = dz = 0.15. Dla liczby atoméw N = 1000 + 1000 na siatce 64 x 64 x 64
z krokiem przestrzennym dx = dy = dz = 0.5 dla temperatur T/Tr < 0.6,
dx =dy =dz=06dlaT/Tr = 0.6idx =dy = dz = 0.7dla T/Tr > 0.6.
Dlugosé ewolucji czasowej wynosita 5 w jednostkach oscylatorowych, a krok
czasowy dt = 0.0005.

2.2’ ® T=0.1n56
® T=02n56
2.11 o T=0.3n56
4ot + T=0.4n56
2.0 + o e T=0.5n56
4 + * -+ T=0.1nlk
N i + ot 4+ T=02nlk
: T=0.3nlk
- ' + ot e T=0.4nlk
=0.4n
— 1.8 .+ o+ + T=05nlk
+ ot
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RYSUNEK 5.8: Poréwnanie czestotliwosci modu monopolo-

wego odpychajacego sie dwusktadnikowego gazu Fermiego o

przeciwnych spinach jako funkcja kra w réznych temperatu-

rach dla dwéch liczb atoméw N/2 = 56 i N/2 = 1000. Przed-

stawione wyniki pokazuja, ze czestotliwo$ci modu monopolo-
wego nie zaleza od liczby atomoéw.

Na rysunku 5.8 przedstawione zostaly czestotliwosci sferycznie syme-
trycznych drgarn chmur atomowych dla dwéch liczb atoméw N/2 = 56 i
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N/2 = 1000. Pokazuja one, ze czestotliwo$ci modu monopolowego nie za-

leza od liczby atomow.

h
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RYSUNEK 5.9: Czestotliwosci modu monopolowego odpycha-
jacego sie dwusktadnikowego gazu Fermiego o przeciwnych
spinach jako funkcja kra w réznych temperaturach. Krytyczna
warto$¢ kra, przy ktérej nastepuje separacja chmur zalezy od
temperatury. Pokazane wyniki sa oscylacjami wzbudzonymi
tylko w fazie paramagnetycznej. Obliczenia numeryczne wy-
konano dla liczby atoméw N /2 = 1000 w kazdym skiadniku.

Na rysunku 5.9 przedstawione zostaly czestotliwosci sferycznie syme-
trycznych wzbudzerr (N/2 = 1000) w réznych temperaturach ograniczone
tylko do fazy paramagnetycznej [18], [35], [36], [33], [31]. W zerowej tem-
peraturze (niezamalowane kétka) wyniki idealnie pasuja do wyznaczonych
zalezna od czasu metoda Hartree-Focka [18]. Kiedy dwie chmury nie oddzia-
luja czestotliwos¢ oscylacji wynosi 2wy, gdzie wy jest czestotliwo$cia putapki.
Kiedy przesuwamy sie z parametrem kra w kierunku granicy fazy parama-
gnhetycznej i ferromagnetycznej czestotliwo$¢ oscylacji rosnie do okoto 2.2wy.
Dla wyzszych temperatur czestotliwosci wszystkich modéw maleja. Na ry-
sunku 5.10 przedstawione zostaty czestotliwos$ci nieoddziatujacego gazu Fer-
miego w funkcji temperatury. Widzimy, ze wraz ze wzrostem temperatury
czestotliwos¢ maleje i w granicy wysokich temperatur osiaga wartosé v/2wp.
Czestotliwosci oscylacji w granicy T > Tr moga by¢ analizowane analitycz-
nie.

Aby analizowa¢ mate oscylacje dwuskladnikowego oddziatlujacego gazu
Fermiego w granicy wysokich temperatur wykorzystamy reprezentacje Ma-
delunga [22] réwnania (5.19). Dla sktadnika + reprezentacja ta wyraza sie
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jako uktad réwnan na gestosc i pole predkosci:

on
8_t+ + V- (npvy) =0,
ma;;—;r + V(kBT Inzy + Vi +

5Vint 1 2
=0.
57’l+ 2 >

(5.22)
W granicy wysokich temperatur mamy 1, A3 = f3,,(z4) ~ z. Mate drgania
badane sa poprzez zalozenie matych odchyleni od stanu réwnowagi i szuka-
nie periodycznych rozwiazan na te odchylenia. Zapisujemy gestos¢ jako:

ny = ng +ony, (5.23)

gdzie dn jest odchyleniem od gestosci w rownowadze oraz zakladamy, ze
predkos¢ oraz dn, sa mate. Poniewaz

Mgy = exp (4 — Vir = (6Vint /6114 )eq) /kpT) /A2, (5.24)

a przy oscylacjach w fazie én; = én_ réwnania (5.22) przeksztalcaja sie w:

0
50+ = —V - (ngvy),
NV g kT Gt 6 (5.25)
7717 = B njq neq nyf , .
gdzie:
0 0 \ oV,
+\ int
G(neq) a {<an+ + 8n> ony ‘|”+—n—n€+q ’ (5.26)

i moga by¢ potaczone w jedno réwnanie na odchylenie gestosci:

82 (57’1+
mogon. =V gy V [ kT — + G(ng) ony | | .
ng,

(5.27)

Teraz mozna przeprowadzi¢ analize w granicy slabego oddziatywania.
Dla stabego oddzialywania pomiedzy sktadnikami mieszaniny drugi wyraz
prawej strony réwnania (5.27) mozna zaniedba¢ oraz

ngy = exp [(py — Vir) /kpT] /A, (5.28)

Réwnanie (5.27) moze by¢ wiec zapisane jako:

82 57’l+ 5Tl+ 5Tl+
— — kgT V2 —(VV;,)V .

(5.29)
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Potencjat pulapki jest sferycznie symetryczny Vi, = mwjr?/2, wiec szu-
kamy periodycznych rozwiazan on / n;; ~ e~ ! réwnania (5.29), ktére sa
sferycznie symetryczne. Rozwiazanie znajdujemy uzywajac metody szere-
g6w potegowych. Mod o najnizszej energii ma czestotliwoéé w = /2 wy,
ktéra zostala zaznaczona na rysunku 5.10 jako pozioma linia ciagta. Wynosi

on
ony ~ (1—maw®r?/(6kgT)) n.
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RYSUNEK 5.10: Czestotliwodci modu monopolowego nieod-
dziatujacego gazu Fermiego w funkcji temperatury. Wraz ze
wzrostem temperatury czestotliwo$¢ dazy do wartoéci v/2wy.
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Podsumowanie

Wyniki otrzymane z modelu orbitalowego, ktory jako pierwszy zostat uzyty
do opisu doswiadczenia [37] sa iloSciowo zgodne z wynikami do$wiadczal-
nymi przedstawiajacymi krytyczna wartos¢ kra, przy ktorej nastepuje przej-
Scie ze stanu paramagnetycznego do stanu ferromagnetycznego (rysunek
4.11). Pomimo tego, ze model opisywat mata probke atoméw (24 + 24) wy-
niki sa iloSciowo zgodne. W do$wiadczeniu stan ferromagnetyczny byt me-
tastabilny czyli zanikat po pewnym czasie rzedu kilkunastu ms. Model or-
bitalowy nie przewiduje takiego zachowania. Czestotliwo$ci oscylacji spin-
dipolowych otrzymane z symulacji numerycznych modelu orbitalowego w
fazie paramagnetycznej zgadzaja sie z wynikami otrzymanymi doswiadczal-
nie [37]. ,Zmiekczenie modu”, ktére obserwujemy w wynikach symulacji
numerycznych wystepuje rowniez w wynikach do$wiadczalnych.

Model hydrodynamiczny, ktéry zostat uzyty jako kolejny model do opisu
doswiadczenia [37] opisywat zachowanie znacznie wiekszych liczb atoméw
niz model orbitalowy. Wyniki dla dwoéch temperatur T/Tr = 0.12i T/Tp =
0.25 zostaty otrzymane dla liczby atoméw takiej jak w doswiadczeniu N/2 =
5 % 10*. Wyniki w pozostatych temperaturach otrzymane zostaty dla liczby
atoméw N/2 = 103. Czestotliwosci oscylagji spin-dipolowych otrzymane z
symulacji numerycznych modelu hydrodynamicznego zgadzaja sie z wyni-
kami otrzymanymi doswiadczalnie [37] zar6wno w fazie paramagnetycznej
jak i w fazie ferromagnetycznej. Krytyczne wartosci kra, przy ktérych na-
stepuje przejscie ze stanu paramagnetycznego do stanu ferromagnetycznego
otrzymane z symulacji numerycznych sa iloSciowo zgodne z otrzymanymi
w do$wiadczeniu [37]. Model hydrodynamiczny tak samo jak model orbita-
lowy nie pokazywat zaniku fazy ferromagnetycznej.

Poréwnanie wynikéw otrzymanych przy uzyciu modelu orbitalowego z
rozdziatu 4 oraz w pracach [11] oraz [32] z wynikami otrzymanymi z mo-
delu hydrodynamicznego oraz w pracy [31] pokazuje pewne réznice w war-
tosciach czestotliwosci modu spin-dipolowego w fazie ferromagnetycznej.
Czestotliwos¢ ta mocno zalezy od ksztattu potencjalu putapki, ktéra zostata
uzyta. W wydtuzonej putapce tak jak w doswiadczeniu [37] czestotliwos¢ ta
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wynosi okoto 1.7 (rysunek 5.6). W zerowej temperaturze i sferycznie syme-
trycznej putapce czestotliwosé zbliza sie do podwojonej czestotliwosci pu-
tapki [11] z widoczna druga czestotliwoécia wsp/w = /2. Uzywajac przy-
blizenia Hartree-Focka czestotliwo$ci modu spin-dipolowego w fazie ferro-
magnetycznej sa bliskie podwojonej czestotliwosci osiowej putapki niezalez-
nie od temperatury tak jak w rozdziale 4 i [32]. Jest to spowodowane praw-
dopodobnie tym, Ze w rozdziale 4 uzywajac metody Hartree-Focka w nie-
zerowych temperaturach atomy nie mogly zmienia¢ juz obsadzonych jed-
noczastkowych orbitali w trakcie ewolucji czasowej. Raz wybrane metoda
Monte Carlo orbitale przed usunieciem bariery rozdzielajacej dwa skladniki
juz sie nie zmieniaja w czasie dynamiki chmur. Opracowanie modelu, ktéry
umozliwiatby zmiane obsadzerr w trakcie ewolucji moze by¢ przysztym ce-
lem badawczym. Pomimo tego obydwa modele wykazaty zaleznos¢ krytycz-
nej wartoéci kra od temperatury co zgadza sie z wynikami do$wiadczenia
[37]. Przejscie z fazy paramagnetycznej do fazy ferromagnetycznej wraz ze
wzrostem temperatury wymaga wiekszej wartosci kra co jest zgodne z mo-
delem Stonera wedrujacego ferromagnetyzmu.

Réwniez wyniki oscylacji mieszaniny fermionéw o przeciwnych spinach
w pulapce sferycznie symetrycznej otrzymane przy uzyciu modelu hydro-
dynamicznego zgadzaja sie z wynikami otrzymanymi metodq Hartree-Focka
w zerowej temperaturze [18] i pokazuja, ze wraz ze wzrostem temperatury
czestotliwo$¢ oscylacji modu monopolowego zmniejsza sie i w granicy wy-
sokich temperatur dazy do wartosci v/2wy.
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